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Боковые побеги и ветви растений в отличие от стволов часто не прямолинейны — их можно сравнить с раз- 
нообразными математическими кривыми линиями. Ксилема таких ветвей повторяет их криволинейность. 
Этим обусловлена пространственная кривизна составляющих её цепочек трахеид и сосудов. В статье рас- 
сматривается математическая модель подьёма и распределения воды, обусловленная силами поверхностно- 
го натяжения в симметричных криволинейных капиллярных ветвях различной конфигурации. Анализ данных 
процессов показывает, что при увеличении количества ветвей продвижение воды в криволинейных ветвях 
капиллярной системы увеличивается. Объём воды, поднимающейся в боковых криволинейных капиллярных 
ветвях, при прочих равных условиях больше, чем в прямолинейных. Установлено, что общая высота подъёма 
воды в вертикальном (прямолинейном) капилляре при наличии криволинейных боковых капилляров увели- 
чивается и не зависит от вида функции, описывающей кривизну боковых криволинейных капилляров. 
Ключевые слова: криволинейный капилляр, ветвь, ксилема, транспирация, растение, модель. 


Введение. Ксилема высших растений представляет собой сложную структуру. Вода в ней про- 
двигается не прямолинейно. Это наглядно доказывает разнообразие форм растений. В работах [1, 
2] предполагалось, что сосуды ксилемы прямолинейны, а движение воды может происходить как 
в вертикальном направлении восходящим током вдоль оси ствола, так и по горизонтали [2]. 

Многие растения имеют прямолинейные стволы. Однако боковые побеги и ветви часто 
выглядят как разнообразные математические кривые линии (рис. 1). 
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Рис. 1. Форма ветвей различных растений 
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В данном случае форма боковых побегов может быть объяснена сложным совместным 
воздействием на них ауксина и таких явлений, как отрицательный гравитропизм, фото-, термо- и 
хемотропизмы. Криволинейные ветви могут иметь самый разный вид. Так, например, ствол фа- 
нерофитов ([3], с. 133, рис. 68) вертикален, а форма боковых ветвей напоминает экспоненциаль- 
ную кривую. Боковые побеги эвгалофита солероса ($Фа/соги/а $р.) ([4], с. 242, рис. 231) внешне 
похожи на параболические кривые, попарно симметрично отходящие от прямолинейного ствола. 


“Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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Точно так же расположены боковые побеги погремка большого (КБ/папЁиз$ талог) ([4], с. 260, 
рис. 246). Лиана хмеля (Нити/и$ /ири/и5), обвивающаяся вокруг опоры, образует цилиндрическую 
спираль ([4], с. 260, 261, рис. 247). 

Габитус древесных растений также весьма разнообразен. И здесь можно найти побеговые 
системы, отходящие от стволов криволинейно [4] — в виде параболической кривой. То есть сво- 
ею формой они напоминают конструктивные модели Аттимса, Лёйвенберга, Рау, Скарроне. Дихо- 
томически ветвящиеся побеги куртинообразующего поликарлика можно сравнить с моделью Шу- 
та. В данном случае ветви первого порядка имеют экспоненциальную форму, ветви второго по- 
рядка — параболическую. 

Для некоторых листьев характерно дуговидное жилкование, а черешок вместе с цен- 
тральной жилкой листовой пластины может быть также криволинеен ([31, с. 250, рис. 153; [4], 
с. 31—36, рис. 29—36). Естественно, что ксилема таких растений (или отдельных их частей) 
должна быть криволинейной — т. е. соответствовать части растения, в которой она расположена. 
Криволинейность ксилемы предполагает пространственную кривизну составляющих её цепочек 
трахеид и сосудов. 

Целью работы является уточнение модели движения воды в простых одноуровневых капилляр- 
ных системах с учётом их криволинейности. 

Расчётная модель. Рассмотрим капилляр, расположенный наклонно к поверхности воды под 
углом В. Подъём Л воды в наклонном капилляре [1] можно записать в виде: 


Вано И. (1) 


гру 
где а — угол смачивания, зависящий от молекулярного взаимодействия на границе раздела трёх 
сред: стенки капилляра, жидкости и воздуха; о — коэффициент поверхностного натяжения; 
р — плотность воды; г — радиус капилляра; [ — величина продвижения воды в надводной 
части капилляра. 
Высота подъёма воды в наклонном капилляре над поверхностью воды согласно выраже- 
нию (1) не зависит от угла наклона капилляра к поверхности воды. 
Предположим, что капилляр радиуса г изогнут в виде кривой у = /(х). Введём декартову 
систему координат и совместим её начало с началом капилляра на поверхности воды при Р = 0 
(рис. 2, а). 


























Рис. 2. Криволинейный капилляр (а) и его расчётная модель (6) 
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Условие равновесия воды в таком капилляре можно записать следующим образом 
и (х)Р(х) = 2пга соа, (2) 


где И(х) — объём поднимаемой в капилляре воды; Р(х) — составляющая веса единицы объёма 
столба воды, противодействующая её подъёму. 

Определим величины, входящие в левую часть уравнения (2). Для этого с помощью секу- 
щей АВ выделим на рассматриваемой кривой произвольный участок Д/ Объём воды на этом 
участке может быть записан в виде 

ЛИ =п/*А/. (3) 

Построим далее прямоугольный треугольник со сторонами Ах и Ду и гипотенузой СБ. Тогда для 
АР(х) можно записать 

АР(х) =рд те, (4) 


где 9 — угол наклона секущей АВ к горизонтали. 

Если А/ -> 0, то Ах -> ах, Ду -› дуа А! -> 41. При этом секущая АВ превращается в каса- 
тельную к рассматриваемой кривой в точке х, а тангенс угла наклона этой касательной 
(90 = ау/аХ или 190 равен производной у’ = #'(х). 


Интегрируя (3) и (4) соответственно по /и по 0, уравнение (2) можно записать в виде 


9 
пи?ра | (х)а! | $т@ а = 2пго соза. 
/ 0 


Вводя обозначение / (х) = | Е (х)а!/ и интегрируя по 6, приводим уравнение к виду 
/ 


[ (х)пг”ра (1 - с0$0) = 2пго соза. (5) 


В уравнении (5) значения хи 0 не определены. ИЗз рис. 2, а видно, что 0 также является функци- 
ей х. Для устранения неопределённости рассмотрим наклонный прямолинейный капилляр, исхо- 
дящий из начала координат под углом В. Изогнём прямолинейный капилляр так, как показано на 
рис. 2, 6. При этом нижняя часть капилляра длиной / наклонена под углом В+, а верхняя часть 
расположена под некоторым углом 6. 

Продвижение воды /, в таком капилляре может быть определено из соотношения 


пи”ро/, зтВ, +пг”ра/, $тб = 2пго соза, (6) 
откуда 
[910 =Р, =А- 1 $пВ, =А- В, (7) 
или 
П=В +В. (8) 


Аналогично можно показать, что при увеличении количества изгибов и любых изменениях угла В; 
(см. рис. 2, 6, кривая 3) общая высота подъёма воды в капилляре всегда будет равна Л. Изменит- 
ся только величина продвижения воды, которая определяется наклоном конечного элемента кри- 
вой, то есть углом 9, Учитывая это, можно записать соотношение 


у=В=Е(х). 
Задавая функцию /(х), можно определить величину продвижения воды в криволинейном капил- 
ляре. Если капилляр описывается степенной функцией 


Г(х)=И=АХ”, (9) 


то х= УВК, Г’(х) = ких" = (УВК) =00. 
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Тогда 
9— атс Ко (УВК Г. (10) 


и уравнение (5) примет вид 
пи”раЕ @д(: — с0$ агс9 [к (5 [К Ш] = 2пго с05а. (11) 


Отсюда, полагая, например, К = 1, п = 2, получим 
Е(х) 


р 


==—_, (12) 
1 — с0$ ага 2/8 


При К + 1 кривая по сравнению с /(х) = х”' вытянута в направлении оси ОУв К раз. 
у 


у 


1У 





Рис. 3. Степенные функции, соответствующие криволинейным капиллярам различной формы 


1 
Аналогично можно показать (рис. 3, 4), что при у =В=х? 





р 
хо, (13) 
1 — с0$ ага —— 
921 
1 
при у =А = хз 
Ге 
о» (14) 
1 — со$ агс{9 — 
Эр? 
2 
при у=А = Хх? 
р 
Их =, (15) 
1 — со$ агс9 —— 
мег 
2 
при у =х3 
р 
Их (16) 
1 — с0$ агса _ УВ 
При у =а^ -1 
[ АЙ о 17 
(х) = 11(2+1) | (17) 
|-воватоо - па 
При у =е* -1 


Г. 
к. (18) 
1 с0$ агсва ке" 
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Рис. 4. Виды показательных функций, соответствующих криволинейным капиллярам различной формы 


В уравнениях задания кривой для (17), (18) введено слагаемое (-1), чтобы кривая при 
х = 0 проходила через начало координат. 


ИР 





7 





Рис. 5. Криволинейные одноуровневые капилляры: несимметричный (а), симметричный (6) 


Рассмотрим подъём воды в капиллярной системе при условии, что к вертикальному ка- 
пилляру присоединяются боковые криволинейные капилляры одинакового радиуса г. Примем 
следующие обозначения индексов для величин /, Ри: 

— верхний индекс в скобках указывает общее количество уровней боковых ветвей в рассматрива- 
емой модели; 

— нижний индекс указывает номер уровня, к которому относится рассматриваемая величина; 

— дуга над [, Р показывает, что рассматриваемая величина относится к капиллярной системе с 
криволинейными элементами. 
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Пусть капилляр имеет форму, изображённую на рис. 5, а. То есть имеет вертикальную 
часть (высотой /!) и обращённую вправо криволинейную, описываемую степенной функцией 
у(х) = В, +Кх". (19) 
Уравнение подъёма воды в таком капилляре может быть записано в виде 
2 271 (1) в 
пиром, + п/”Р9 и) (х) = 2пго соза, 
откуда 
КУ и И 
И (х)(1- 050) =В-№,. (20) 
В полученном уравнении необходимо определить величину продвижения воды в криволинейной 


части капилляра. Учитывая, что согласно (8) высота подъёма воды в капилляре не может превос- 
ходить /, запишем (19) в виде 


п-В, =АХ”. 
Отсюда 





и тангенс угла наклона касательной к конечному элементу, то есть к мениску воды в капилляре, 


согласно (10) примет вид 
п-1 
РГ’ (х) = Кпх"" = Кп а = 90, (21) 


п-1 
07) = агс&| Ап м и. (22) 
в, 


т ние 
1 — созагса | Ап [| 


Очевидно, что при [! = 0 уравнение (23) совпадает с (12), а при ЛР, = ЛР вода не продвигается в 
криволинейную часть капилляра. Но в целом продвижение воды в таком капилляре, в отличие от 
прямолинейного, зависит от величин Ки пл в уравнениях (22) и (23). Из (22) можно видеть, что 
изменение обеих этих величин приводит к изменению угла наклона к горизонтали касательной в 
точке нахождения водяного мениска в капилляре. В рассматриваемом случае нас интересует 
главное значение функции арктангенса в интервале от 0 до +п/2. Если арктангенс равен нулю, 
что соответствует углу наклона 0 -+ 0°, то второе слагаемое в знаменателе (23) стремится к еди- 








Согласно (20) с учётом (22) 


(23) 





нице, а величина продвижения воды в капилляре Ва —>› ©, Как и в прямолинейном капилляре. 


Такой случай реализуется при К -› 0. Если арктангенс принимает значение +п/2, что соответству- 
ет углу наклона 0 -› 90°, то второе слагаемое в знаменателе (23) стремится к нулю, а 


Ц, А-В. 


Высота подъёма воды в криволинейной части капилляра определяется из соотношения 


п-1 
д (х) =1- созагс | Ап | п ес =В-В, = о (24) 
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Следует заметить, что величина продвижения воды в криволинейном капилляре всегда больше, 
чем в наклонном прямолинейном с углом наклона, равным углу наклона касательной к мениску в 
криволинейном капилляре. Действительно, продвижение воды в прямолинейном наклонном ка- 
пилляре определяется соотношением [1]: 
= а. 
Р) 5пВ 


п-1 
1 — соз ага | Ап ет 
| ВВ \". 
т агса| Ап о. 


При агса -› 0 числитель и знаменатель стремятся к 0, образуя неопределённость вида 0/0. Физи- 
ческий смысл её в том, что и наклонный прямолинейный, и криволинейный капилляры становятся 
параллельными оси абсцисс и продвижение воды в них стремится к со. При ага 90° отношение 





Если согласно (22) В =60°, то 


‚Г _ 
ГЦ = 


И / во = 1, оба капилляра совпадают с осью ординат и вода в них поднимается как в обычном 
вертикальном капилляре. При изменении угла от 0 до 90° и } ти <1, так как при этом числи- 


тель в последнем соотношении для о всегда меньше знаменателя. Это означает, что в 


криволинейных капиллярах при прочих равных условиях содержится больший объём воды, чем в 
прямолинейных. 

Представим капиллярную систему — как показано на рис. 5, 6. Примем радиусы в обеих 
криволинейных ветвях равными г. В этом случае на вертикальную часть воды высотой /! одно- 
временно и в равной степени будут действовать силы поверхностного натяжения обеих криволи- 
нейных капиллярных ветвей. Тогда сила, необходимая для подъёма воды на высоту р!, распреде- 
лится поровну в обеих ветвях, и каждая криволинейная ветвь будет поднимать половину объёма 
воды в вертикальной части. Как и для правой ветви, введём обозначения для продвижения и 


подъёма воды для левой ветви соответственно г И и . 


Уравнение равновесия воды в рассматриваемой системе можно записать для правой и ле- 
вой ветвей соответственно в виде: 


5 пг?рой + пира), (х) = 2пго соа, (25) 


5 пг?рой, +пи?роДИ, (х) = 2пго соза. (26) 


Учитывая, что половина объёма воды вертикальной части пропорциональна половине высоты #1, 
уравнение (19) можно записать в виде 


РВВ ЕВЕ Ах 
2 2 


В 0,58, 
=, 
п-1 
07) = ага | Ап ны | (27) 
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Физический смысл (27) заключается в том, что мениски воды в обеих ветвях поднимаются вы- 
ше — и в соответствии с этим увеличивается угол наклона к горизонтали касательной к мениску. 
Это соответствует величине вертикальной части капилляра над поверхностью воды и равной 0,54,. 


Уравнения (25) и (26) можно записать относительно Г. ‚(х) и До ‚(х) в виде 


(лв 


Ки, (х)(1- 0050) =й-0,58, = Я, (28) 
К, (х)(1- 050) =й-0,51, = 140... (29) 
После простых преобразований получим 
те Е п 0,51 
к. (30) 





п-1 
1 — с0$ агс9 ю ф — й ый | | 


Из (27), (30) видно, что величина под радикалом при прочих равных условиях больше аналогич- 
ной в (22) и (23), то есть увеличивается угол 69“?. Одновременно увеличиваются продвижение и 
высота подъёма воды в криволинейных капиллярах. 
Определяя из (30) высоту подъёма воды и вычитая из неё высоту, полученную в (24), 
можно видеть, что высота подъёма воды при наличии двух ветвей увеличивается 
(В-0,51,)-(№-^,)=0,58,. (31) 
Усложним предыдущую капиллярную систему, добавив к ней центральный вертикальный капил- 
ляр (см. рис. 5, 6). Предположим, как и прежде, что радиусы всех ветвей одинаковы и равны г. 


Обозначим общую высоту подъёма воды в вертикальном капилляре как А = в. В этом случае 
объём воды в нижней части системы высотой р! находится под действием трёх одинаковых сил. 


Угол 0 и уравнения продвижения воды в криволинейных и вертикальном капиллярах могут быть 
записаны следующим образом: 





07) = агс® | Ап , (32) 
эпи?рой, 3 пира!) (х) = 2пго са, (33) 
эпи?рой, 4 пи?ря[), (х) = 2пго соза, (34) 

пира —_ 5 -В ‚)+ эпи?рой, = 2пго соза. (35) 
Решениями этих уравнений относительно п (х), ва (х) и в) будут 
й ШЕЕ 
НН 35 
АЙ 

1 - со ага | Ап р. 

2 
В = Е (37) 
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Выводы. Анализ полученных соотношений для одноуровневой капиллярной системы позволяет 
сделать следующие выводы. 

— При увеличении количества ветвей продвижение воды в криволинейных ветвях одно- 
уровневой капиллярной системы увеличивается (по сравнению с одиночным криволинейным ка- 
пилляром) и является функцией угла наклона к горизонтали касательной к водному мениску. 

— Общая высота подъёма воды в прямолинейном вертикальном капилляре также увели- 
чивается по сравнению с одиночным вертикальным капилляром такого же радиуса и не зависит 
от вида функции, описывающей кривизну присоединённых боковых криволинейных капилляров. 

— Уравнение (37), описывающее подъём воды в вертикальном капилляре рассмотренной 
системы, совпадает с (19), полученным в [1]. 

— При прочих равных условиях объём воды, поднимающейся в боковых криволинейных 
ветвях капилляров, больше, чем в прямолинейных. 
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М/АТЕВ ВТ$Е МАТНЕМАТТСАЕ МООЕЕ ТМ $1МРЕЕ СУКУПИТМЕАК САРТ-АВТЕ$” 


Г. А. Ктри!$ 

(“КАЗТОК” Везеагсй апа Ргодисйоп Сотрапу), 
У. М. Меттдогом 

(Роп Чае Тесптса! Упмег®Ку) 


$/ае 5ВооЕ апа р/апЕ Бгапспез ипИКе {гГипК$ аге оКеп поЁ гес/теаг — Веу сап Бе сотрагеа ий иапоив таЁпП- 
етайса! сигуез. Хует о! 5исВ Бгапспез сор/ез пе! сигиИтеагйу. ГЕ тобуаез Те 5рана! сигуайиге о! те свап5$ 
ОГ [5 гаспе$ апа уез5е[5. А татетайса! тодЕ! о! игаег пд апа @5тВийоп саизеа Бу {пе 5итасе еп5юоп 
ГОГСЕ5 п те зуттевтса! сигуей сарагу БгапсВез о! иапоиз$ сопйдигаНоп$ [5 соп!аегед. Тре ргосе5$ апа/у$/5 
5пои/5 {паЁ ий Пе ехрапюп т питрВег о! БгапсВез, исег адуапста т {пе сиги!пеаг сар!агу зу$ет псгеазес. 
И/аёег уо/ите п5та т пе эае сигиЙ!теаг сарагу БгапсВез, отег асюгс Бета едиа/ 15 дгеаёег {пап т гесй/теаг 
ОПЕ$. [Е [5 Гоипа [паёЁ {пе (о! иаег пе ВедйЕ т те уегиса! (гес/теаг) сарагу — ! Теге аге 51ае сигиЙтеаг 
сарапез — тсгеа$е, апа /# доез поЁЕ аерепа оп те {уре о! Те псйоп тПаЕ дезстрез {Пе сигуаиге о! те [аЕ- 
ега/ сиги!пеаг сар!!аге$. 

Кеуигога$: сиги!пеаг сар/!агу, БгапсВ, хует, вгапзр/ганоп, р/апёе тодеЕ|/. 


“ ТКе гезеагсй {5 допе мИнт {Не гате о! {Не паерепаеп" В&р. 
119 


